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1

YBOI

Nneja ma mporec Moxke OUTH ciydajaH OWJia je IPUCYTHA O JlaBHuHA. Korka
U TpoJjiaja OCUT'yparba, KOju Cy NPHUCYTHHU OJ] aHTHUYIKOT J100a, HaM TO U IOKa3yjy.
Nako cy ce /byanm KopucTwin ciydajHuM jorahajuma xmbajiaMa rojuHa, MaTeMa-
TUIKN (popMaIn3aM y OBOj OOJIACTU MOYUIHE JIa Ce€ Pa3BHja TEK y CEJIaMHAECCTOM
Beky. PauyHapcka HayKa cTylla Ha CIleHy 3HATHO KacHHje, I1a je ujeja paHI0MU3a-
Iyje 1 MaTeMaTHIKa OCHOBA OWJIA IIPUCYTHA OJ] CAMOT ITOYETKA.

Pannomusupanu aaropuTMu m CTPyKType MOJaTaKa Cy TaKBH Ja Y CBOjOj JIO-
UL caJIp2Ke ojipeDeHn crerneH ciaydajHOCTH. PanjoMusupanu ajropurMu Jesie
ce Ha aBe Kjace. Jlac Berac ajaropurMm yBek J1ajy TadaH OJTOBOP, aJIU CJIydaj-
HOCT yTHYe Ha BpEMe U3BPINEeHa ajroputva. llpumep asropurma oBor Tuma je
ajroputaM Op3or coprupama. MorTe Kapsio ajaropurmu fajy TadyaH pe3ysiaTaT ca
onpeheHoM BepoBaTHONOM, y CYIIPOTHOM MOTY JIATU IMOTPEIIaH Pe3YJITAT WA JaTU
obaBeInTeme J1a je m3Bpieme HeycrenrHo. [Ipumep Monrte Kapsio anroputama cy
PaHIOMU3UPAHU TECTOBU ITPUMAJIHOCTH.

[Iutame je 3amTo O ce yomInTe KOPUCTWIM PAHIOMU3SUPAHU AJTOPUTMU U
CTPYKTYPE To/IaTaKka. ¥ IoTpedOM paHI0MHU3AIIAje CaMO Ce MPOIIUPYje CKYII ajiaT-
KHI KOje KOPUCTHUMO - JI€TEPMUHUCTUIKN aJITOPUTMU KOJU YBEK Jajy TaUaH Pe3yITaT
Cy TOJCKYN CKyIla aJrOpuTaMa KOjH JIajy TadaH pe3y/ITaT ca oJpeheHOM BepoBaT-
Hohowm; Takohe Cy IOJACKYI CKyIa ajropuTamMa KOju yBEK Jlaje TavHO pellerhe a
OYEeKMBaHA BPEMEHCKA W ITPOCTOPHA CJIO?KEHOCT je onTuMaJsiHa. Panmommzaruja
oMmoryhasa HaM J1a, y OUYeKUBaiby, 3a001h)eMo ,Hajrope ciay4dajeBe” Koju ce HaMehy
HEKHUM JIETEDMUHUCTUYKAM aJTOPUTMUMA - HEKU MIPOOJIEMU KOjU ce He PEIaBajy
edUKACHO JIETEPMUHUCTUYKAM AJTOPUTMHUMA MOTY Ce YCIIENIHUje PeliaBaTu yIo-
TpedboM paHIOMU3AIIL]e.

Takobhe cy mHTEepecaHTHH W HEKU PAHJIOMHU3WPAHU AJTOPUTMHU U CTPYKTYpe
rojlaTaka KOju MMajy CJINYHe repdopMaHce Kao JIETEPMUHUCTUYKU, aJld JJOHOCE
apyre npegunoctu. Hajuernmha mpeaHocT OBUX ajaroputraMa M CTPYKTypa MojiaTaka
je MITO Cy jeTHOCTaBHUjU KOHIIETITYAJTHO U 33 UMILIEMEHTAIIN]Y.
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Xemupame

Jenna oJ1 HajuemhmxX HpuUMeHA Pas3sHUX CTPYKTypa IOJATaKa je OJpyKaBarbe
CKyla KOju ce BpeMeHOM Mema. lIpumep Om Omo ciienehm: BeJIMKO] KOMITAHU)U
MOTPEdHO je Jia O/prKaBa CKYIl TPEHYTHO 3alOCJIEHNX. ¥ OBOM IPUMEPY TOCTOjU
yHuBep3yM U - CKyl CBUX JbY/H KOjU je JaKO BeJWK, a cKymn 3amociiennx S C U
zuaTHo je mamu. CTpyKTypa Iojaraka Koja OM ce IPUMEHHUJIA Ha OBaj MPOdJIeM
MOpa Op30 J1a odaBJba ciiesehe onepalmje: ymeTame, Opucame U IIpoBepa JAa JIk je
naru ejgemenT ckyna U takohe un y ckymy S. CTpyKType mogaraka Koja moIpKaBjy
OBe oleparifje Ha3uBa]y Ce PEUHUUU.

HajjennoctaBuuje perierbe 0BaKBOT IIpodJeMa OujIa Ou yrnorpeda IoBe3aHe JIu-
CTe aJI OBO peIlleibe je BeoMa Hee(UKACHO M3 Pa3Jjiora IITO je BpeMe MOTPEdHO J1a
ce M3BPIIU MIPOBEpa Ja JIX Ce eJIeMEHT HAJIA3W Yy CKYIy IIPOIOPIIMOHAIHO JIyKUHI
smmcre. Hus dm duo Bpemencku 3uHaTO epuKacHUja CTPYKTYpa, ajau 300T BEJTUINHE
yHuBep3yma Huje moryhe jeanocraBHo HampasuTu Hu3 Beauunbe |U| koju he 3a
CBaKM MOTYhW ejleMeHT MaMTUTH Jia JIK ce HaJaa3u y S.

OcHoBHa Wjieja TEXHUKE XeIlUpama je Ja ce YMeCTO HHU3a JIyKUHE YIOpeInBe
ca |U| xopuctn HU3 j1y2KuHE pefia Beamdanue |S|.

Heka je m upupoman dpoj TakaB Ja y cBakoM TpeHYTKy Baxu |S| < n. H
je HU3 ayKWHE Ny KOM he ce dyBaTu mHMOpPMAIHUje O eJIeMEeHTHMa CKyma S, a
h:U — {0,1,....,n — 1} dyHKImja Koja CIMKa eJeMEeHTe YHUBEP3yMa y HHJEKCe
y un3y. Huz H nHasuBa ce xew wabenra, a yHKIMja h Ha3uBa ce xew GyHKuuja.
Kaza ce esremenT u omaje y ckyt |S| jearocraBHo ce 3anucyje u Ha mosuruju h(u)
y XeIll Tadesiu, JOK ce ImpeTpara 0daBba MpoBepoM Ja ju Baxku H[h(u)] = u.

OBakBa cTpykTypa PYHKIIMOHUCAIA OM M3y3€THO JI00PO YKOJIMKO OM 3a CBaKa
JIBa U,V U3 CKyna S Baxkmiao u # v = h(u) # h(v), amu T0 He MOpa 1a ce Jecu
y ommmreM ciy4ajy. llojaBa na ce nBa pasiamuunra ejiemenTa ckyna S (QyHKIIjom
h cnukajy y ucry no3unujy y Hu3y HasuBa ce koausuja. HajjemmnocraBuujun HavunH
IIpeBa3u/IazkKema, MMpodIeMa Koje cTBapa KOJM3HUja je Ja Ce Y CBAKOM II0JbYy XeIll
Tabesie yMECTO jeTHOT ejieMeHTa 1dyBa moBe3ana Jucta. Ceu u € S 3a Koje BaxKu
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h(u) =i canpxkanu cy y nosesanoj jmcrtu H [i].

Bpeme koje je moTpedHO 3a M3BpIIaBarmke CBaKe OJ TPU Ollepallfje 3a 3aJ1aTy
BPEIHOCT U MPOIMOPIMOHAJIHO je BPEeMeHy KOje je OTPedHO Jia ce u3padyHa BPe/l-
HocT h(u) m myxwuam sucre H[h(i)], To jecr Opojy enemenara uz S Koju cy y
kou3uju ca u. [lump xem dynkmuje duhe j1a mTo paBHOMEPHUjE PACIIOPEIHN €Jie-
MeHTe cKyna S y Xelr Tadesy, TO jecT Ja ce MUHUMU3Upa OpOj KOJIu3uja 3a CBaKy
OJI JINCTU Y XeIll TadeJIH.

Bupame ontumasniHe xenr dyHknuje Heka je ckyn U HeKH NOACKYN CKyIia
npupoaHux OpojeBa (kama je ckyn U mpebpojuB yBek Moryhe mpeciaukaru ra y
HEKU TIOJICKYII CKyTIa IPUPOJHUX OpojeBa). JelHa o1 Hajje THOCTaBHUJUX Hjieja duia
o6u h(u) = v mod n. OBa xem dyukuja naBahe modpe mepdopmance y mocra
cuTyarja ajgu pajehm HaJl HEMOBO/LHUM CKyIloM S oBa ¢yHKIHja jgahe MHOTO
Koymsuja, Ha npumep n = 128 a U = {2F|k € Ny}. V mumy npesasuiakema oBe
rorerkohe mpuMembyje ce paHIoMu3aliija Mpu KOHCTPYKIUju dpyHKImje h.

Vaumajyhu y o03up paHmoMuzaiiujy HajjeJHOCTABHU]U je €KCTPEeM OBe HuJieje
IJle ce IpHU CBAKOM yMeTamy ejaeMeHTa u BpeaHoct h(u) ompebyje yrudopmuo
caydajuo u3 ckyna {0,1,...,n — 1}.

Jlema 2.1. Kopucrehu yuudopmuy ciaydajay xemr (DyHKIU]y BepoBaTHOha 11a cy
JIBa eJIeMeHTa U M U Y KOJIU3UjU jeTHAKA je %

Jloxas. On n? moryhux speanoctu napa (h(u), h(v)) cBaka uma ucty BeposaTHOhy
na Oyze omabdpamna, momTo n o n’ MoryhHocTn 3Haum Komsujy, BeposaTHOha 12
Jnobe 1o Kosm3uje je % [

MebyTnm oBakBa xemnn GyHKIMja HUje YIIOTPEeO/bUBA - IPOOJIEM HACTaje IPH IT0-
KYIIajy Jia ce U3BPIIN OIepallyja IIpeTpare win Opucama MOIMTO he 3a UCTy Bpe/I-
HOCT w Xeml (byHKIIMja CBAKM IIyT JaT ciaydajan opoj. Camum TuM yTBphuBame
rie ou u Tpedasio fa ce Hasiazu y H Huje moryhe y onTuMaJiHOM BpeMeHy. JacHo je
Ja cama (byHKIHIja h Mopa OUTH JIeTEPMUHHCTUYKA, 1A Ce PAHIOMHU3AINja YBOIN
pu camMoM ojilabupy dyskiumje h.

YHuBep3asiHe KJace xeinn dyHkIimja Dyukmnuja h dupahe ce caydajuo u3
nakJbUBO ofadbpaHor ckymna dyHkimja x Koje caukajy U y {0,1,...,n — 1}. Humw
ouhe ma ce 1mTo DOJbe OUYyBa €PUKACHOCT YHHUMOPMHO CydajHe Xell (DyHKITHje
KOja mpouctude u3 jieme 2.1, ma ckym y Mopa umaru ciezehe ocodumne:

1. 3Ba cBaka aBa enementa u,v € U Bepoarnoha Ja 3a CIy4YajHO OJadpamHy
. _ . . 1
bynxmujy h € x Baxkm h(u) = h(v) Mama je i jegHaka .

2. Ba cBaky dyukimjy h € x ebukacuo ce paayna h(u),Vu € U.



3. IlpencraBrpame cBake OYHKIMje je je JHOCTABHO M KOMITAKTHO.

30or Tpehe ocodune Huje Mmoryhe caydajHo OupaTn pyHKIU]Y U3 CKYTa CBUX (DYHK-
mja koje caukajy Uy {0,1,...,n — 1}, Behuny tux dynknuja auje moryhe mpe-
CTaBUTH Ha JPYI'W HAYUH CeM EKCIUIMIUTHUM JjeduHucameM BpegHocTu h(u) 3a
cBaku u € U.

Jlema 2.2. Heka je x yHuBep3aJsiHa KJjaca Xell (pyHKIUja Koja cauka U y
{0,1,...,n — 1}, mexa je S C U rakaB ga |S| < n u meka je u € U. Heka je X
cJlydajHa BeJIMYMHA jenHaka Opojy esemenara s € S 3a koje je h(s) = h(u). Baxu
E(X) <1

Joxkas. Tlomro je U ynmsepsasna knaca dbynkmuja P (h(s) = h(u)) < +
X, manukarop gorabaja koju ysuma spegasoct 1 ykomuko h(s) = h(u), y cympor-
HOM 0.

E(X)=) E(X,)=>_ P(h(s)=h(u) <n- ~=1
seS seS
O

Aun3ajuupame yHuBep3ajsiHe KJjace Xeml (pyHKIMja YMeCTO N BeJIUYnHA
xern Tabese Owhe mpocT Opoj p & N, U YHUBEP3YM ce IIPECJIUKaBa y BEKTOpE
odbimuka © = (r1,%s,...2,),r € Nyx; € Ng Ax; < p,Vi € [1,7]. Jenan vauun ga ce
00aBU OBO IIpec/ImKaBambe je jia ce u € U mpeJicTaBu y CUCTEMY €a OCHOBOM P, TO
JEeCcT cuKa, ce y

Ty, = (u mod p, V—LJ mod p, .., L%J mod p)
p D

rze je z mod p 1eslodpojHU OCTATAK IIPH Jiesbetby & ca p. Ykouko je U = [0, N —1]
kopucru ce = [log,(N)].

Heka je A ckym cBux BeKTOpa 0OJIMKA
a = (a,as,...,a.),a; € NgANa; <r,Vie{l,2,..r}

3a cBako a € A neduHUIE Ce MPeC/IMKaBambhe

he(x) = (Z aixi> mod p

Osume srecpunucana je kiaaca xent dynkmmja x4 = {h.|a € A} Csako ox oBux
[IpeC/INKaBaha UCITYHhaBa 3aXTeBe Ja ce ePUKACHO PAUyHA U jeJHOCTABHO IIPEJICTa-
BJba, IIa IIPEoCcTaje IpBa OCOOMHA Ja O OBa KJjaca (pyHKIHja OnJia YHUBEpP3aJIHA.
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JIema 2.3. Heka je p mpoct 6poj u z 1ieo 6poj Takas Ja 2 7%, 0, 1 HeKa ¢y «, 3 € Z.
YKOJIMKO BaXKH 200 =, 23 ciienn o =, 3

Jokas. U3 za =, 20 caemn z (a — ) =, 0. Homro z #, 0 Baxu (o — ) =, 0,
oJlaKJe cileu o =, 3. ]
Teopema 2.1. Kiraca xendyHKIja X 4 jé YHUBEP3AJIHA.

Jloxas. Heka cy x = (T1,%, ..., Tn) U Y = (Y1,Y2, -, Yn) [IBA PABJIUIUTA EJIEMEHTA
yuuBepsyMa U. ITorpedro je mokasaru jia je BepoBaTHOoha ja je hy(x) = hy(y) 3a
CIyYajHO omadpaHo a € A Marma WiIn jeTHaKa %.

ITomro = # y mocToju MHIEKC j Takas Ja x; 7 y;. Cajla mocmaTpajMo Iporiec
caydajHor ogadbupa BekTopa a. Heka cy mpBo ciydajHo ogadbpaHu CBU a; TJIe 1 7 j.
Haxon Tora ciydajuo ce dupa Bpennoct a;. Ilneja qokasza je na ce mokazke Ja 0e3
003upa Ha 0/1a0Up BpeHOCTH a; BepoBarHoha na je h,(x) = h,(y) HaKOH cirydyajHOr
oJladMupa a; jeJIHaKa je %, oJIaKJjie O jaCHO CJIEJIUJIO JIa je M CJIYYajHUM OJIa0UPOM
BPEJIHOCTU BEKTOPa @ BEpOBATHONhA Jia je JIONLIO J0 KOJIU3Wje %

U3 nedununuje dyukimje h, cieau ma je hy(z) = hy(y) ako u camo ako

a;(y; — ;) =, > ai(wi — ;)

i

Iourro cy BpesnocTn a; dukcnpane, BpeAHOCT -, a;(T; — Y;) jeHaKa je Kou-
CTaHTH KOjy liemo obenexkapaTu ca m. Takohe Heka ce BpeJHOCT y; — T; O3HAYABA
ca z.

CaJa je 10BOJBHO JIOKA3aTH! Ja OCTOju TavHO jenna BpeaHoct 0 < a; < p TakBa
na je a;z =, m. IlpermocraBuMo ga MOCTOje Pa3IMIUTH Iieju OpojeBu o U [ U3
[0,n) TakBu ma az =, fz. I3 neme 2.2 cienn o =, (,a HOMTO (v U [ IPUIAJIAJY
urTepBaty [0,n) ciaenn Ja Cy jeTHaKH, IITO je KOHTPAJIUKIINja Ca IIPETIIOCTABKOM.
OBuMe JOKa3aHO je /1a 38 TaYHO jeJ[HY OJ 1 BPEJHOCTHU KOje MOKE Y3eTH @, J10JIa3H
JI0 KOJIN3Wje, 1a je BepoBaTHONA 3a KOJIM3Ujy je/IHaKa % 300r YHU(POPMHO CITydaj-
HOT' oz1adupa BpegHOoCcTH a;. OBHUMeE je JoKa3aHa TeopeMa - X4 jecTe YHHBEP3aJIHa
KJjaca XenrpyHKImja.

]
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Ckun jmcre

Cxkumn jiucty npsu je omucao Bunujam Ijy, ca uaejom ma npegcraBu CTPyKTYpY
KOja UMa CJIMIHE IepdopMaHce Kao JeTePMUHUCTUYKE CTPYKTYpe TOMyT OaTaHCh-
paHuX OMHApHUX cTadasa y3 jeJHOCTaBHU)Y ujejy n uMmiuiemeHTarnujy. OBa cTpyk-
TYpa je PEYHUK - 9yBa CKYII U IIOJIpyKaBa Ollepaliije yMeTamba, Opucama U IpeTpare.

3.1 VYciaojaBame cKyIa
[Tocmarpajmo ypebenn ckyn
S={r) <x2 < ... <y}

Hedbununmuja 3.1. Veaojasare ca r ciojeBa ypehenor ckyma S je r ckymosa
Ly, Lo, ..., L, 3a KOje BaxKu

QZLTgLr_lg...ngzs

Hedbuaunmja 3.2. 3a matu ypehenn ckyn C u yciojaBame HaJ[ TUM CKYIIOM,
Hu60 HeKOr T € S ce JedpuHMIIE KAO

l(x) = max{i|z € L;}

Ba gaTo ycaojaBame cKyma S MOXKeMo JeduHucaT ciaeely CTpyKTypy Moaa-
Taka: cj0j L1 mpeacTaB/beH je MOBE3aHOM JIMCTOM Y KOjOj Cy eJIeMEHTU COPTUPAHH.
CsakoMm x € L; rie je ¢ > 1 onrosapahe mosbe Koje 1mokasyje Ha 1osbe npsor Beher
u3 L; 1 Ha 110Jbe Koje oJIroBapa BPEJHOCTH & 3a Kyl L; ;. I3 mpakTuyHux pazJiora
nmomalieMo Ha TOUeTAK M Kpaj eJIeMeHTe —00 U 00 Tako Ja je [(—oo) = l(o0) = 7.

7
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Hanyctipayuja otcune ctupykiiype

Pangomusuparo ycaojasaroe modujanvo Ha caenehu Hauns: ¢ioj [(x) je caydajHa
BeJIMYNHA Ca TIOMEPEeHOM T'eOMETPHUjCKOM PAaCIIOesIOM HapaMeTpa p = % 3a CBaKO
x € S. z he dutn enxemeHT cpaxor on ckymosa Li, Lo, ..., Ly,). Bpoj cnojesa r

jenHak je m%lx I(x;).

Jlema 3.1. OuekuBaHU 3aXTeBaHW MPOCTOP CKUII JINCTE HAJ PAHIOMU3UPAHUM
yciaojaBameM ckyma S ca n ejemenara je O(n).

/loxas. 3axreBanu mpoctop Oumhe 30up N HE3aBUCHUX MOMEPEHUX T'€OMETPHUjCKUX
pacnojea. OueknBaHa BPeJHOCT TOT 30Mpa je:

w(r () 8(e () - () v

JIema 3.2. Bpoj ciojesa r y ckun jucru je O(logn) ca BeMKoM BepoBaTHONOM -
BepoBaTHOhOM dap 1 — # 3a KOHCTaHTYy ¢ > 1.

]

okas. 3a cBakn x € S makon ycinojasama saxku P (I(z) > L+ 1) = 5r. ITomro

jer = m%xl(xi) corenn
1=

Pir>L+1)=P((x;) >L+1VIi(zry) >L+1V..Vi(z,) >L+1)
Kopucrehu ma Bazku P(AV B) < P(A)+ P(B) 3a dmio Koja asa ciydajna porahaja
Joouja ce

P(r <L+1)<P(l(xy) > L+1)+P(l(x2) > L+1)+...+ P(l(x,) > L+1) = 2%

3a L < logyn 0BO orpanmyere je TPUBUjaJIHO IOIITO je OHJa - > 1. MelhyTum,
3a KOHCTaHTy ¢ > 1 Baxkuhe

P(r>1+clogyn) =

nc—l

oJaKJIe cJaeid TBpheme JiemMe.



3.2. Ilperpara, ymerame, N yKJamkame ejJeMeHaTa 9

TBpbheme mperxojne jieMe UHTYUTUBHO je BEOMa, jacHO: y TIPBOM CJIOjy Ouhe n
1I0Jba KOja 0JIroBapajy ejeMeHTHMA S, O4YeKyje ce Jia he moja oJi THX MoJba UMaTh
ozroBapajyhe 1mosbe y JApyroM CJjojy, 3aTUM ce oueKyje Ja he 1moJia mosba u3 Jpyror
cJioja uMaTu ojrosapajyhe y rpehem. IlonaB/bameM OCTyIIKa MHTYUTUBHO CE BUJIA
Jla TucTa uMa oTnpminke log, n ciojesa.

3.2 IlIperpara, ymerame, 1 yKJambambe ejjeMeHaTa

IIperpara: 3a 3amary BpeIHOCT & MOTPEDHO je TMPOBEPUTH Jia JIA CE€ HAJA3UA Y
ckymy S. Ilperpara nounme oJ1 o/ba KOje OJroBapa BPEIHOCTU —OO Y CJ0jy L.
VKOJIMKO TIOCMaTpaHo II0J/be KOje 0JiIroBapa BPeJHOCTH T y cjojy L; yrBpheno je
Jla ce x Haja3u y S U mperpara ce odycraBsba. ¥ CyIPOTHOM HEKa I0Jbe KOje ce
mocMaTpa oAroBapa BpemHocTH y y ciojy L;. ObaBmajy ce ciaemehu koparmu:

1) Heka je z majmamu esement ckyma S crporo Behm o7 y 3a Koju mocroju
onrosapajyhe nosbe y L;. YKOIUKO je z < & HOBO IIOCMATPAHO IOJbe MOCTaje
OHO KOj€e O/IroBapa BPEJIHOCTHU z Yy CJ0jy L;, MOCTyIIaK ce TOHABJbA.

2) VYkomuko je z Behe o7 x 1 i > 1 HOBO IOCMATPAHO [TOJbE OJIrOBAPA BPEIHOCTH
x y cnojy L;_q,;mocTymnak ce moHaBJ/ba. Y KOJHUKO je ¢ = 1 yrBpheHo je ma ce x
He HaJla3’ y CKyIy S.

[TomTo Tabena cajpKW KOHAYHO MHOTO IOJba W JATUM KOparyMa Huje Moryhe
Jla HEKO II0Jbe Oyjie IOCMAaTpPaHo JBa IIyTa, IPeTpara ce 3aBpliaBa I10cjie KOHATHO
MHOT'O KOPaKa.

JIema 3.3. Ouekusanu 6poj kopaka y jennoj nperparu je O(logn)

/loxas. TlocmarpajMo mosba Koja cMo odbutin y nperparu yHasaj. [Ipso mosbe y
odbmIacKy yHasaJ, oaroBapa Hajsehem ejleMeHTy ckymia S MambeM WU jeTHAKOM &
y ciojy Lq. /To mosba Koje oaroBapa —oo y cjaojy L, ce cTuxKe Ha cjejiehu HauWH:

1) YKOJIMKO TPEHYTHO IMOCMATPAHO TI0JhE OJIroBapa —oo y ¢aojy L, oduiazak je
I'OTOB.

2) Y CcynpoTHOM HeKa TPEHYTHO IIOCMATPAHO I0Jbe OJroBapa BPEJHOCTH Y Y
ciojy L;. Yromuko je l(y) > i cienehe mocmarpano mojbe oroBapa Bpej-
HocTH Y y ciiojy Liyq. Ako je l(y) = i cienehe mocMaTpaHo 1OJbe 0/roBapa
BPEJIHOCTH Z,IJie je 2z HajBeha BpeaHOCT y L; Mama oj1 Yy, y cJojy L;.
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U3 ucror pasiora Kao U cama Iperpara oBaj 001ja3ak nMa KOHAYHO MHOI'O KOPaKa.

OuekuBanu Opoj momepaja y IMoJbe KOje OJroBapa BPEIHOCTU y UCTOM CJIOjY
je O(1) momrro je 3a cBaky BpeJHOCT 3a KOjy Baxu [(x) > i 3mamo P(l(x) >
: 1

i) = 5 caMuM THM Opoj oduheHuX 1osba HpH OOMIACKY y jexHoM ciojy Ouhe

CITy9ajHa BeJIMYHHA Ca TeOMETPHjCKOM PACIIOEIOM UHje je OIeKUBabhe je/THAKO T =
2
2. TTomro je r O(logn) oyekuBanu Opoj Kopaka mpu nperpaxkusamwy je O(logn).
[

YmMmerawwe VY ckyn C, caMuM THM U CKUII JIUCTY, Jlofaje ce BpegHocT a. lIpBu
Jle0 yMeTarma 00aB/ha Ce Kao IpeTpara, ca TUMe J1a Ce 33 CBAKHU CJI0] MAMTHU I0Jhe
Koje omrosapa Hajseho] Bpemnoctn y ckymy S U {—oco} (—oo < z|Vx € S) meby
odubenumM mosbEMa y TOM CJIOjy, 3a Koje je o3Haka M; y cjojy i. YKOJHMKO je
BpEeIHOCT x TpoHaleHa y CKHUIl JINCTH WHCEPIHja ce 0o0ycTaB/ba. ¥ CYIPOTHOM
Jpyru Jieo nojasu oj cioja L. Heka mospe M; nokasyje Ha nosbe X y ciojy L.
Hogo nosbe kKoje osiroBapa BpeHOCTH @ Y ¢J10jy Ly ce jo/aje, HOBO MOJbe MTOKa3yje
Ha 1o/be X, a rnoxkaszuBady nosba M; he dbutu nome/bena BpeIHOCT KOja OJIroBapa
HOBOM TIOJBY.

VYkaamame [lporiec ykiramama BpeJHOCTU @ U3 CKHUII JIUCTE 00aB/ba Ce Kao Ipe-
Tpara ca cjejiehoM M3MeHOM: YKOJUKO TPEHYTHO IMOCMATPAHO I0Jbe KOje CaIPKu
BPEJIHOCT ¥y Yy cJojy L; mMa ToKa3uWBad Ha I0JbE y HCTOM CJIOjy KOje O/IroBapa
eJIEMEHTY @, BPEJHOCT TOI IOKa3WBada Mema Ce TaKO Jla O/IroBapa IO0Jby Ha KoOje
Ha KOje ToKa3yje 1ojbe Koje ojroBapa BpeaHoctu a y L; y ucrtom ciojy. Hakon
Tora ocjiodaha ce TpocTOp Koju 3ay3mMa, 110Jbe Koje ojiroBapa a y L; n yKiIamarme
ce HaCTaBJ/ba y MOJbY KOje ojiroBapa y y L;  win ce odycraBba YKOJIUKO je ¢ = 1.

Bpemencka ciiozkeHOCT yMeTama U yKiaamamba je O(logn) kao mocseauna qu-
bEHUIIE J1a je BpeMeHcKa, cioxkenoct mperpare O(logn).



4
Tpun

Tpun je npsu ommcao 2Kan Buamen 1980. rommne m cTpyKTypy je Ha3Bao
HexkaproBo ctadmo. Pea ,tpun” npsu je uckopuctuo Exaapm Mekpej na omnwmiire
CJINYHY CTPYKTYPY, 3& KOJy je KacHUje KOPUCTUO HA3UB UPUOPUTLETLHO CULAOA0
upetupaze. I'omuuae 1989. 0By CTPYKTypy M3HOBA Cy OIUCAJIU Ca PAHIOMHU3AIIN]jOM
Cecuimja Aparon un Pajmymm 3ajmaesn.

Tpun je dunapHo cTad/sio y KOM CBaKH YBOp MMa KJbyd U Hpuopuret. Hrnop-
gep obuiiazak cradiia jiaje COPTUPAH HU3 [0 K/by4YeBUMa (IIOIyT OMHAPHOT CTadJIa
mperpare), U 3a CBaKHU YBOD BaXKM JIa jé erOB IPUOPUTET MAU O] IIPUOPUTETA
erose Jiere(IoIyT Xura,).

[Toyx mpermocTaBKOM J1a Cy BPEJIHOCTH KJbydYe€Ba W IPUOPUTETA jEIMHCTBEHE,
JIAKO Ce WHJIYKTUBHO JIOKa3yje Jia je CTPYKTypa cTadja y MOTIYHOCTU ojipeheHa.
[Tomrro uBOpOBU TpuIla UMajy HH(POPMAIIMOHO I10/be IPUOPUTET, KA0 M KOJI XUIIA
KOpeH cTadJ/ia MOpa OUTHU YBOp Ca HajMaIbUM IIPHUOPUTETOM. 3a CBAKHU IIPEOCTAJIN
YBOP 3HAMO KOM TOJICTAdJIy TIPUIIAJIA 110 BPEIHOCTH HeroBor Kiby4da. Oda momcta-
OJta Takohe mMajy ocoOMHE TpuIla, Ia je BUXOB KOpeH jemumHcTBeHO onpehen. Ha
CIUYaH HAYMH JIOKa3yje ce W Jia je CTPYKTypa TPHIA UCTa Kao CTPYKTYpa OMHAp-
HOT IIpeTpare ca UICTUM BPETHOCTUMA KJbyIeBa KOje ce I'PaIul yMeTamheM BPETHOCTH
pactyhe 1o BpeIHOCTU PHOPHUTETA KOja OM UM OJirOBapaJsia y TPHUILY.

4.1 Omnepamnuje HaO TPUIIOM

[Iperpara ce obaB/ba Kao y OOMYHOM OMHAPHY CTAOJIy IIperpare - moJa3u O
KOpeHa CTadJjIa, YKOJUKO je BPeTHOCT TPAXKEHOT KJbyUa je/THAKa BPETHOCTU KIbyda
KOpeHa IpeTpara ce 3aBpliapa. Y CYIPOTHOM 3HAMO y KOM IIOJICTad/Iy Ce HaJla3u
TpaxKeHW KJbYyd YKOJHUKO IIOCTOJU y CTadJIy - Iperpara ce HacTaB/ba PEKYP3UBHO
Ha oJroBapajyhem serery KOpeHa.

11
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VYMmerame HOBOT 9BOpa 2z CacToju ce u3 jaBa jesa. [IpBu jgeo mcro ce odbaBiba
Kao yMeTame y OOMYHO OMHApHO cTadjo mperpare. Iloce mpBor Kopaka 4Bop ca
KJ/bydeM Z je JINCT U CTadJIO je U JaJhe OMHAPHO CTadJIO IMpeTpare 1o KJbyIeBHMA
aJIu yCJIOB JIa je XUII TI0 IIPUOPUTETHMa He MOopa outu oapzkaH. Ipyru jieo cacroju
ce oj1, ciresieher: cBe JIOK je BPeIHOCT IMPUOPHUTETA Ola 9BOpa 2 Beha o1 BpemHOCTH
npropuTeTa YBOpa Z 00aBJba ce poTanuja (CJIuKa).

!!Et’.Ha EI'JT_

Neea por,

Jlecra u nesa powayuja

Poramnujama omaprkaBa ce mopejiak 1o K/bydeBUMa, U HE MOTY C€ T0jaBUTU HOBU
YIBOPOBHU 3a KOje HUje UCIOIITOBAH XHUII mopedak u3Mehy tor uBopa u ora. Poraruja
00aBJ/ba Ce y KOHCTAHTHOM BPEMEHY IIOIITO C€ CBOJU HA MaHUIIYJIHNCAIbE TOKA3UBA~
quma. Ha cienehoj caumu npukasaHne cy poTaliyje HaJl TPUIIOM YUjU CY KJbYUeBHU
cyoBa ayipadeTa a MPUOPHUTETHU IeJIM OPOjeBU HAKOH IIPBOT Jiejia WHCEPIHje YBOpa

(S, —1).

IIpumep potiauuja

Vkamarbe IBOpa ca BPeIHOCTU KJbyda 2z 00aB/ba ce Ha cjeehn HaImH: cBe JOK
Z HUje JIUCT 00aBJba Ce POTAIUja HAJL Z U JIETETOM YBOPA 2 Ca MAILUM ITPUOPUTETOM.
Ha oBaj naumn ojpzkaBajy ce ocOOMHE W XUIla U OMHAPHOr cTadJia IpeTpare 3a CBe
YBOpOBE(aKO M3y3MEeMO YBOD 2z U E-eroBe OJHOCE ca JeIOM U OIeM, TOmTO he
dbutn odpucan). Kama je z smcr moxke ce ykionntn u3 cradmia. Ciuka [Ipumepu
polwayuje MoCMaTpaHa ca JeCHa Ha JIEBO O/roBapa yKjamamwy usopa (S, —1) -
yKJIambame PYHIIKHOHUIIIE KAO YMETAE Y CYyIPOTHOM CMEDY.
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[Tonena Tpuna T #a T- u TS 110 BpeaHoCTH v TakBe ga 1. caJIpKHU CBe IBOPOBE
ca BPEJHOCTUMA KJbyda MarbuM O v, a TS caJp»Ku CBe YBOPOBE Ca KJbyUIE€BUMA
BehenM o071 v 0daBJba ce ymerameM dBopa (v, —o0). [lomrro je BpemHoCT IPpHOPUTETA
—00 OBaj 4uBOp he OuMTHM KOpeH cTadjia HAKOH yMeTama. V3 ocodmHa OuHApHOT
crabjia TpeTpare cjaeu Jia Cy CBU YBOPOBU CA BPEIHOCTU KJbyda MAaIbOM OJ U
y JIEBOM TIOJICTadJy, & CBU YBOPOBU Ca BPEJIHOCTH KJbyda BehoMm o v y jecHoM
oJIcTad Iy, 11a JIEBO U JeCHO 10JICTad/I0 YIIpaBo ojroBapajy Tpaxkenum 1. u 1.

Cnajame nBa Tpuna 1. u TS 3a KOje BaxKu J1a je BPEIHOCT KJbyda CBAKOT 9BOPA
y T. Mmama oJi JlaTor v, a BPEJIHOCT KJbyda cBakKor 4yBopa 1. Beha o v odaBiba
ce CyIPOTHO OJ1 TIOJIeJIe: HAKOH KOHCTPYKIHje TPUIla Yuju je KopeH (v, —00), JIeBO
rojictado kopeHa 1., a jgecno 1. YK/amameM KOpeHa OBAKO J0OUjEHOI TPHUIIA
JI00MjaMO TPaXKeHU CIIOjeHU TPUII.

JacHo je 51a je BpeMeHCKa CJIO?KEHOCT CBaKe O] Ollepallfja JIMHEeAPHO ITPOTIOP-
[MOHAJIHA JIyOUHH HEKOI YBOpPa y CTadJ/y - y HAjropeM CJIydajy BUCHHU CTadJIa.

4.2 PangomMmnzanmnja BpeJHOCTH IIPHUOPUTETA

Pangomusuparyu Wput je TPUT 3a KOJU CY BPEIHOCTH IIPUOPUTETA HE3aBUCHE
paBHOMepHO pacnopebhene ciaydajue Bpeganoctu. OUYeKnBaHa BPEJTHOCT JIyOUHE 3a
ceaku 41Bop je O(logn), rme je n Opoj uBopoBa. 3a moprpede JI0Ka3a OBe TBP/I-
e BpeJHOCT npuopurera y3uMahe sBpemnoct peasHor dpoja u3 unrepsasa (0, 1),
quMe je BepoBaTHONA Jia JiBe BPEJIHOCTU KJbyda nMajy uctu mpuoputer 0. Y mpak-
CH MOTY ce KOPUCTHUTHU 1eJI0OPOjHE BPeJIHOCTH, Ha IpuMep u3 unTepsana [0, 231 —1].

Heka je z, uBop ca k-ToM HajMamoM BpegHocTH Kibyda. Heka je AY wnin-
KaTop gorahaja Koju y3mMma BPETHOCT 1 YKOJHMKO je IBOp &; IPEeIaK UBOpa T, Y
cyuporroM 0. Jacuo je na Baxu: dubina(zy) = Y | AL, JacHo cienu:

E(dubina(zy,)) = ZP(A;; =1)

Hexka je X (i, k) o3Haka 3a CKyl 9BOPOBa {T;, Tii1, ..., T} YKOIHKO je i < k, y
CYIPOTHOM {Zj, Tji1, ey Ti )

Jlema 4.1. 3a cBako i # k, x; je IpeaKk X aKO W CAMO aKO &; UMa HajMarbu
npuopurer Mel)y uBoposuma koju npunasiajy X (i, k)

/loxa3s. YKOIUKO je x; KOpeH cTadja, 3aCUTYPHO je U Mpegak uBopa Ty. VI3 xur
ocobuHe TpWIla CJIEJINA Jia YBOP T; UMa HajMalby BPEIHOCT IPUOPUTETA Y IEJIOM
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cradity, Ia MPpUOPUTET YBOpa x; jecre HajMmawu y X (i, k).

VKOJIMKO je xj KOpeH cTadjia, ca UCTUM 00PA3JIOKEHeM Kao MPETXOIHN CJIyYaj]
BaXK! Jla je xj TNpeJlak T; W Jia je MPUOPHUTET UBOpa Ty Malby OJI IMPUOPUTETA
9BOpa x;, IITO je y cKJajay ca jemoM. IIpeocraje ciryuaj kaja HU T; HU T HUjE
KopeH cTtabia. Hexka je x, najomkn 3ajeJHIYKN IIpeJlak YBOPOBA X; U T. Y KOJTHKO
x; # Tp/\Ty 7# T, JACHO je Ja je IPHOPUTET YBOPA T, MAIbU U OJ] IPHOPHUTETa IBOPA
T) ¥ OJI IPUOPUTETA UYBOPA Tj, U JIa T; U ) NPUNAJIAJY V PA3TAIUTHM ITOJICTAOTINMA
gBopa x;.M3 mperxomgHor m ocodmHa OmHApHOT cTadya mperpare caean 1 < | <
kVEk <l < icavmnm tam z; € X(i,k). I3 xun ocobune tpuma cieam na je
OPUOPUTET YBOpaA X; MambU OJ IPUOPUTETA YBOPA ;.

Yrosmko Baxku [ =iV [ = k (momrro je nozgcrabino Tpuna Takohe TPHIT) JIOKA3
ce CBOJIM Ha jeJaH OJ MpBa Jia caydaja.

O

[Tomro je pacmomena BpeIHOCTH MPUOPUTETa YHUMOPMHA CBAKH YBODP KOjH
npunaia X (i, k) uma BepoBaTHOLY m Jla UMa HajMarby BPEIHOCT IPUOPUTETA.
Ciemu:

_ . 1 "1
E(dubina(xy)) = Z [T < 22 A
i=1

i=1

N3 cBojcTaBa XapMOHU]CKOT pPeJia CJIEJIH:

E(dubina(xy)) = 2-O(logn) = O(logn)

CaMuM TUM OYEKMBAHA CJIOKEHOCT CBUX HaBejseHux orepanuja je O(logn).
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bp30o copTupame

Astropuram Op3or copruparma pa3suja OputaHcku uctpakupad Toru Xop 1959.
roJIMHe TOKOM T'OCTOBarba Ha MOCKOBCKOM JIp2KaBHOM YHHUBEp3uTeTy JIOMOHOCOB,
a IPBU paJl Ha OBy TeMy odjaBibyje 1961. Anropuram Op3or copTupara IpUIraia
KJIaCH aJITOpUTaMa IOJesN I1a BJIaJaj, TO jecT cBoheme mpodjeMa Ha BHINE WH-
CTaHIM MCTOT TTPOOJIEMa Ca MAbUM JTUMEH3UjaMa.

5.1 Omnwmc aaropmurMa

Jartu nus nmorpedHo je coprupartu pacryhe. llenrpanna nueja aaropurma dp3or
COPTHUPaa je JIa YKOJHUKO ITOCTOJU eJIeMEeHT HU3a 33 KOJU BaXK! Jla CBU €JIEMEHTH
HHU3a Ca MHJEKCOM MalbUM OJ TOCMATPAHOT UMajy Makby WJIHM jeJIHAKy BPEIHOCT, a
CBU €JIEMEHTHU HU3a ca WHJEKCOM BehmM oJ1 mocMaTpaHor uMmajy Behy mim jeaHaky
BPEIHOCT, YKOJIMKO OM CBU €JIEMEHTHU IIpe MMOCMATPAHOI OWJIN COPTUPAHU, U CBU
eJIEMEHTH TI0CJIe DU COPTUPAHU U 110 Hu3 Ou Omo coprupan. OBuMe ce 1npodem
COpTHUpAaIba MeJIOr HUu3a CBOJAU Ha J[Ba MPOOJIEMa MCTe IPUPOJIE MAbUX JTUMEH3H]ja.

OBa ujeja npumMemyje ce Ha cienehn HadnH: Oupa ce eleMEHT HU3a KOjU MMa
yJIOTYy TIMBOT eJIeMeHTa. AJITOpUTMOM MapTHUIlje HUu3 ce TPaHCHOPMHUIIIE TAKO J1a
Ce CBU eJIeMEHTH MAaibW OJ] MUBOT eJIeMeHTa HaJla3e Ipe MUBOT eJeMeHTa Y HU3Y, a
CBU eJIeMEHTH Behu OJ MMBOT €JIEeMEHTa Ce HaJjla3e I0CJIe MUBOT eJleMeHTa y HU3y.
AsrropuraMm napTuije u3BpInaBa ce Ha ciaegehn HadwmH:

Naumujanuzaiumja llpBu ejleMenT HU3a U MUBOT €/IEMEHT Memajy mecto. Jle-
dunumy ce nBa Opojada: ¢ = 1 koju he o3HaYABATU TO3UIHU]jy HMUBOT €JIEMHTA Yy
HU3y u j = 2 Koju he o3HAYABATH TPEHYTHO MOCMATPAHU ejieMeHT Hu3a. Hmexc
IIPBOT' eJleMeHTa y Hu3y je 1.

15
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Obpazna VKOIMKO je BPeTHOCT y HU3Y HA MecTy j Beha 0J1 BpeIHOCTH HU3a
Ha MECTY ¢ BPEIHOCT j moBehaBa ce 3a jeJaH W MPOBepa ce MOHABJbA. Y KOJMKO
jeé BpeIHOCT y HU3Y Ha MECTy j Malba WM jeJHaKa BPEJIHOCTU IUBOT €JIEeMEHTa
Memajy ce BPEJHOCTHU eJieMeHaTa Hu3a Ha nosunujama ¢ + 1 u j, 3aTuM ejgeMeHaTa
Ha no3unrjama ¢ 1 ¢ + 1. Hakon tora mosehaBajy ce BpegHOCTH MOKas3wBada i 1
j 3a 1. Jacno je ma he y cBakom TpenyTKy Baxkuth ¢ < j. Odpaja ce odycrasiba
Kaja j > n.

[Ipumenom asiropuTMa napTHUIje PEKYP3UBHO Ha JIBa JI0OMjeHa HU3a KOje pa3-
rpaHryaBa IMUBOT €JIEeMEHT HU3 ce cCopTUpa. basuu ciaydajeBu pekypauje cy Hu3 ca
jeJTHIM eJIeMEHTOM U Ipa3aH HU3.

[IpBa HenmpujaTHOCT Ha KOjy Ce HAWJIA3U je Ja Ce JIOIUM H300POM IHUBOT eJie-
MEHTa HU3 JIeJIN Ha JBa Ca JPACTUYHO PA3JIUMIUTHM BesjnmdunHama. [Ipumep du duo
Jla ce 3a MUBOT €JIEMEHT OWpa IPBU €JIEMEHT, a 3aJaTU HU3 COPTUPAH je y Olla-
jyhem moperky. llpuMenoMm ajropuTma mapTuUildje JI00Wja ce jeJaH JIe0 HU3a ca
n — 1 erlemenara, u JIpyru KOju HE CaJIP:KKU HU jeJIaH eleMeHT. PeKyp3uBHu 1mo3uBu
HaJl BehuM [1eJIoM J1ajy CJAWYHY CUTYAIlMjy, CAMHM THUM CJIOYKEHOCT aJIFOPUTMA Yy
OBOM CJIyuajy Omjia OM HpONOPIMOHAJIHA KBaJIpaTy Opoja einemeHarta nmsa. OBa
IIpenpeKa MPeBa3uIas3y Ce PaHJIOMU3AIN]OM N300pa MUBOT €JIEMEHTA.

Jlpyru mpodiieMm cy moHOBJbeHE BpeaHOCTH ¥ HE3Y. OBa HENMPHUjATHOCT peIiaBa,
ce M3MEHOM 00paJie y aJropuTMy MapTHUIIHAje TAKO Jla Ce eJIEMEHTH jeJIHAKH MTUBOT
eJIEMEHTY TPYIHUINY y jeJaH OJIOK U He odpalyjy mpu Ja/buM 1mo3uBuMa (OyHKITHje
Koja coprupa. VMiemeHTalja oBe HCIpaBKe 00aB/ba Ce 3aMEHOM ITOKA3MBada
© ca JBa IOKa3uBada, i, U ¢, KOJU O3Ha4YaBajy IodeTaK U Kpaj OJIOKa ejeMeHaTa
jeTHAKUX TUBOT ejieMeHTy. VHuIujaHa BpeHOCT OBUX INokasuBada je 1. Kaja je
BPEJIHOCT HA MECTY j Maiba WU jeTHAKa BPEIHOCTHU MUBOT €JIEMEHTA IPBO CE Me-
1Hajy BPEIHOCTH ejeMeHaTa HU3a Ha Mo3ulujaMa i, + 1 m J, 3aTUM Ha MO3UIjamMa
ip U i + 1. BpeanocTn nmokasusada j u 4 ce nosehasajy 3a 1, a BpeaHoct %, ce
MHKPEMEHTHUPA YKOJIMKO BPEIHOCT HA IOJbY j IIpe 3aMeHa BPEIHOCTU HUje OmJia
jeJTHaKa BPEIHOCTH ITUBOT €JIEMEHTA.
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5.2 BpemeHCKa CJI0>KEHOCT

8a moTpede JI0Ka3a MPEeTIOCTaBKa je Ja Cy CBU €JIEMEHTH HU3a PA3IUIUTH. Y
ceKIuju 4 oKa3aHo je Jla U3rpa/ihba OMHapHOr cTadJ/Ia mpeTpare nojasehu of mpa-
3HOI' cTadja ca paHJIoMH3upaHuM uzdopom ciesehe BpemnocTn Koja ce ymehe y
cTadyio MMa OYeKuBaHy BpeMeHCKy cioxkenoct O(nlogn).

[TocmaTpamem oBOT mporeca u aJropuTMa Op30r COPTUPaha yodasa ce Jia I0-
pe/ie ucTe mapoBe ejleMeHaTa CaMO y Pa3JUduTOM IMOPETKY: PAHIOMU3UPAHO Ce
Oupa IpPBU €JIEMEHT. ¥y aJIlOPUTMY OP30T COPTUParha UMa, YJIOTY MHUBOT €JIEMEHTA,
U CBU TPEOCTAJIN €JIeMEHTU HHU3a Ce IOpeJie Ca IMUBOT €JIEMEHTOM. Y OMHAPHOM
cTadJ/Iy IpeTpare oBa BPEIHOCT HAJA3U Ce Y KOPEHY cTadjia, CAMUM TUM he CBaKO
crnenehe ymerarme MmopeauTu BPeHOCT Koja ce Jiofaje y cTad/io W KOpeH cTadJia.
Taxkole, oBa JBa IpHUCTYIIa CTBapajy UCTE IMOAIPOOIEME - AJITOPUTAM OP30r COPTU-
pamba eKCINIMIIUTHO AEJIN HU3 Ha BPEAHOCTU Malbe O/ IIMBOT €JIEMCEHTa U BPpeJHOCTU
Behe oJ1 MUBOT eJIeMeHTa, JOK ce Y OMHAPHOM CTadJIy IIpeTpare odpaJia IIpu UHCEp-
IWjU 32 eJIeMEHTEe Male 0J] KOpeHa HacTaB/ba Ce Y JIEBOM IOJCTadIy, a 3a Behe y
JIeCHOM. ¥Y3uMajyhu mpeTxoHo y 003Up UHIYKTUBHO ce JI0Ka3yje Jia OBa JBa aJro-
puTMa uMajy uctu 0poj nopehema, 1ma IUPEKTHO CJIE/IN /13 je OUeKUBaHA BPEMEHCKA,
CJIOYKEHOCT PaHIOMU3MPAHOT ajaroput™a op3or coprupama O(nlogn).
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6

I'mobaniHnn MUHUMAJJIHU pe3

[Tpobutem je cienehu: 3amar je nHeycmepen mysrurpad (JBa 9Bopa MOXKe MOBe-
susaru Buie rpana) G(V, E). Pes ce nedunumie kao ogadup jBa HempasHa CKyna
gBopoBa A n B 3a koje Baxxu AUB =V A AN B = @. Beanuauna pesa (A, B)
nedunuIe ce kKao Opoj rpana u3 E 3a Koje BaxKu Jia UM je jegaH oiroBapajyhn
gBop v A a gapyru y B. ['1odann MUHUMAJHE pe3 je pe3 HajMarbe BeJUInHe.

Cnenehu anropuram Ha3WBa Cce ajaropuraM KOHTpaknuja. V3Bpinasa ce na cie-
JIen HaqIH:

1) U3 ckyna E cayuajuo u yaudopmuo ce dupa jenna rpana (u,v).

2) Han usopoBuma u u v obaBiba ce kKonwpakyuja: noaazehu ox rpada G dop-
mupa ce HoBu rpad G’y KOM 4BOpOBUMa u W ¥ ojroBapa 4Bop w. Ocrajm
yBOpoBHU Cy ouyBanu y rpady G’. ['pane koje umajy jeman Kpaj y u a JIpyru y
v Opuriry ce u3 HoBor rpada. Ocrajie rpaHe cy odyBaHe, ca TUME Ja YKOJUKO
je jemaH YBOp KOjU OJITOBapa IpaHM jeJIHAK U WIN U aXKypupa ce Jia Oy/ie
jeHaK HOBOM YBOPY W.

3) IIporec ce monasba Hag rpadom G’ cBe 10K je dpoj usopoBa y G Behu on
2.

Hogomodujene uBopose y rpadoBuMa J00MjeHUM KOHTPAKIIFjaMa, MOTOJIHO je TI0-
cMaTpaTH Kao CYUepuopose - CBAKOM CYIEPYBOPY W OAroBapa IMOACKYN IMOJIa3HOT
ckyna 1oBoBa S(w) C V Koju caJpKu CBe IYBOPOBE KOjU CY ,IIPOIYyTaHU’ Yy KOH-
Tpakiyjama Kojuma je jodujer uBop w. Hakon usBpIneHor ajaropurMa mpeocTasia
Cy JiBa 4BOpa wi U wsy, u goodujenu pe3 je (S(wy), S(ws)).
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o {a.b,c}

N taby (r—
o & N\ \\
- B
\ 24 J."
G @ &

IIpumep usepwersa astoOPUTLME KOHUWPAKUUIA

Tepbhemwe 6.1. AjropuraM KOHTpaKIHja Jiaje TJIOOATHN MUHUMAJIHU pe3 rpada
G ca Beposaruohiom oy dap 1/ (g), rie je n 6poj uBopora rpada G.

Jloxas. Heka je (A, B) riobanun murnMasau pe3 rpada G Beanunue k, a F' ckym
rpaHa 3a Koje je jeman oarosapajyhu usop y ckymy A, a apyru y ckymy B. Ilocra-
BJ/ba Ce IUTalbe KOje je JI0Fa I'PaHMIla BepoBaTHONE ja aJropuTraM KOHTPAKIIHja
nobe 1o pesa (A, B).

BepoBarnoha j1a mocjie mpBe KOHTpakIiigje Oy/ie CUTYpPHO Jia ajropuraMm Hehe
natu pe3 (A, B) je jennaka BepoBaTHOhU ja Oyze m3adpana rpana u3 F', momrro
ou Taza jeman uBop koju npunajia S(A) u jeman uBop Koju upunaga S(B) duin
CIIOjeHU Y jeJaH CyIepuYBOp OJlaKJie jacHO cJje/u ja ajiroputaMm Hehe jiohu 10 pesa
(A, B).

Vsumajyhu y o03up 7@ je BesmvInHa IiI00ATHOT MHHUMAJIHOT pe3a jeqHaka k
namehe ce na csaku uBop v € V uma crenen dap k - y cynporHom pes (v, V — v)
MMao OU BEJIMINHY Maiby OJ1 k IITO je KOHTPAIUKIIAja Ca IPETIIOCTABKOM JIa j& MU-
HUMaJIHU TyIo0a Hu pe3 rpada G Bemumunne k. JlupekTHO cieau a je Opoj rpaHa
Behu wm jeaHak %k, I1a je BepoBaTHOhA Ja je m3adbpaHa rpana mu3 ckKyna F' mama
WU jeJTHAKa, O]T

k 2

— ==
Ekn n

Haxon j KoHTpakigja TpeHyTHO nocMaTpanu rpad G cauummeH je om n —
J cynepuBopoBa. [IpermocraBka je ma unm jegna rpana u3 F' Huje omabpana y
JlocalalllibeM U3BpIIaBamy ajaropurma. llomro 3a cBaku pes rpada G mocroju

onrosapajyhu pes rpada G cremen csaxor usopa us G je el mm jennax k.
Crnenn na je dpoj rpana rpada G; Behm mim jeanax @ 1 BepoBaTHOha 1a y

ciesiehoj KoHTpakiuju dOyae ogadpana rpana u3 F' je Mama WM jeJHAKA O]
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Anropuram he natu pes (A, B) ykoiuko HU jefHa rpana u3 F Huje omadpana
IpH U3BpIIey ajaropuTMa. Heka je I; unaukaTtop norahaja Koju ysuma BPeIHOCT
1 yKoIMKO y jJ-TOj KOHTpaKIMju HUje ofadpana rpana u3 F. Baxu:

Hobduja ce ma je seposarnoha na je nobujeru pe3 ympaso (A, B) seha win
jesHaka o (;‘)_1, oJlaKJjie TBpheme Crie/in JUPEKTHO.
O

JacHo je 1a je BepoBaTHONA J1a je mOCJe jeTHOT M3BPIIaBarmbha aJropuTMa KOH-
TpakInja J00MjeH ONTUMAJIAH pe3 MaJjia, 3aT0 Ce aJrOpuTaM IMokpehe BUIle IIyTa.
[Tocne (;‘) U3BPIIICaBaiba aJrOPUTMa BepoBaTHONA J1a aJropuraM HUje MPOHAIIAO0
MUHUMAJHU PE3 Matba je WIN jeTHAKA é:

()

Hakon (}) Inn nsspmasasba, BepoBarHOlia 3 MUHIMAJHU pe3 HHje YCIEIIHO
nponaheH Mamba je uin jeqHaka e~ M7 = 1 /n. Anropuram KoHTpaknuja morylie je
MMILIEMEHTUPATH Ca BpeMeHCKoM ciozkeHoctn O(m) na je caoxkenoct ca (5) Inn
usBpmasama jexnaka O(mn?logn).
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Hanarkeme HajOIm>Ker mapa
TavakKa

Pannomusupano pereme mpodsieMa IpoHaJIaXKemha HajOIMKer apa Tadaka mp-
BU je TIpejcTaBuO u3paesjicku uctpaxkupad Majkn Padun 1976. rogune. Ilocrasa
npodsema je cieneha: 3amar je ckyn tadaka P = {pi, ps, ..., pn} Tj€ TauKa p; mma
koopaunare (z;,y;) u ca d(p;, p;) o3Ha4daBa ce Eyknmucka pasga/buna Tadaxa p; I
p;. Ilorpedno je nmponahu aBe pasimdure Tatdke p; U p; 3a Koje je d(p;, p;) MUHU-
MaJIHO. JegHocTaBHOCTU pajin mpeTnocTaBka je ma Baxkn 0 < x;,1y; < 1 3a cBako
i =1,2,...,n (cBaKM KOHA4YAH CKYIl KOODJMHATA y JIMHEAPDHOM BPEMEHY MOXKE Ce
IPECJINKATH Y OBAKBE KOOD/IMHATE).

Nneja anropurMma je jelTHOCTaBHA: TAYKe TIOCMATPA]y Ce€ Y PAHIOMUZUPAHOM I10-
PETKY U 1YyBa ce BPEJIHOCT 0 jeJIHaKa pacTojary HajOmker mapa mehy TpeHyTHO
obpabenum taukama. [Ipu odpagu p € P nocmarpahemo ,okojmunHy” Tadke paju
IIpOBEpe Ja JIM IIOCTOJU TadKa dhja je yIaJbeHOCT O P Marba O 0. Y KOJIUKO TaKBa,
TadYKa HE IMOCTOjU BPEIHOCT § OCTaje MCTa W mpeja3u ce Ha cienehy tauky. ¥ cy-
IIPOTHOM YyBa Ce HOBU IpoHaheHnn map HajOMKUX Tadaka U MEIba Ce BPEIHOCT 0.

Heka cy Tauke y cjIydajHOM HOPETKY O3HAYEHE Ca Pi, P2, ..., Pn. Anropuram he
ce O/IBUjaTH y ewWalama; TOKOM CBaKe eTare HajOJIMKu map Tadaka ocrajahe mcru.
Ha mouerky npse erane Baxkulie 6 = d(p1, p2). Lluwb jenne erarne je na yrBpau ma o
jecre pacrojame usMely JBe HajOIMKe Tauke WK Jia IIpoHale map Tadaxa p;, pj 3a
Koje Baxku d(p;,p;) < 0. Y OKBHUDY jefiHe eTalle TadKe IIOCMATpajy ce y yrBpheHom
caydajHoMm noperky. Erama ce mpeknia YKOJIUKO 33 TPEHYTHO MOCMATPAHY TadKy
p; mocToju p; vhe je j < i u Baxu d(p;,p;) < 0. Tama ce 3amoumme HOBa erarma
y Kojoj he d mmaTu BpeHOCT pacTojarba HajOIMXKer mapa oji odpaheHux Tadaka:
0= miné;l1 d(p;, pj). Obpaga Tadaxka y HOBOj €Talll HACTAB/bA CE OJf TAIKE Dji].

Bpoj erana 3aBucuhe o mopeTka KOjJUM ce IOCMATPAjy TadKe: YKOJIUKO Cy p1 U
P2 Tauke ca HajkpahnM pacTojambeMm ajropuTtam cacrojahe ce o1 camo jejHe etarre,
JIOK je y HEIOBOJLHOM CJlyuajy, Ha npumep p; = (27%,0) 6poj erana jeanak n — 2.
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Hajseha mpemnpeka 3a nmiiemenTanujy je edpukacna mnperpara OKOJUHE TadKe
Koja ce odpabyje, To jecT mpoBepa ja Jin je d u Jasbe Hajkpahe pacrojame namehy
HeKe JBe Tadke y3umajyhum y od3up HOBY Tadyky Koja ce mocmarpa. Wieja ose
opoBepe je Jla ce jeJMHUYHU KBaJpaT IMOJeJN Ha IOJKBajpare crpaHuie /2.
®opmasnuje, nocrojahe N? mopksaipara, rae N = [1/26]: 32 0 < s < N u
0 <t < N noxaxsazpar S, neduHuUIIE ce Ko

Sse = {(z,y)[s0/2 <x < (s+1)§/2N1t5/2 <y < (t+1)d/2}

Tepheme 7.1. YKOIUKO TauKe p U ¢ IPUNIAJA]y UCTOM TIOIKBaApaTy BaxKu d(p, q) <

J.

Zloka3. YKOJUKO Cy p U ¢ Yy UCTOM IIOAKBAJIpaTy 00€ KOOpJMHATE OBE JBE TadKe
Pa3IuKYyjy ce 3a HajBUIIIE g, cyren

d(p,q) < \/(g)2+ (2)2: % <4

Hedunnnmja 7.1. [onksanparu Sy u Sy, ¢y 64u3y yKOIMKO Baxu |s — u| <
2At—v| <2,

]

Tephemwe 7.2. Ykouuko 3a p,q € P Baxu d(p, q) <  OIKBaJIPATH KOJU CAJIPIKe
OBE€ JIBE TAYKe Cy OJIU3Y.

/oxas. 1lpernocraBumo cympoTHo, HEeKa p € Sy u q¢ € S, U NOAKBaIpaTu Sy U
Sy HEUCY Oiu3y. Coiequ |s—u| > 2V|t—v| > 2 ma um je 1o dap jenHoj ocu pacrojarbe
Behe o 2 - % =4, cienu d(p, q) < § muje moryhie mTo je KOHTpaUKIH]a. ]

[Iperxomua aBa TBphema yodbsumunhe umejy nposepe. llpermocraBumo ga je aJi-
ropuTaM y HEKOM TPeHYTKYy obpasmo tadke P’ = {pi,ps,...p;—1} Mehy kojuma je
Hajkpahe pacrojame mapa § W mocMaTpaHa Tadka je p;. 3a CBaKy Tadky us P’
CadyBaHO je KOM IOJIKBa/IPATy ITPUTIAIA.

Kama ce pazmarpa Tadka p; IpBO ce yTBphyje MoAKBajpaT Sy KOM IPHIIAIA.
Ykoauko mocroju tadka y P’ Koja je Ha pacTojamy MambeM OJ § OJI p; CUT'YPHO Ce
HaJIa3d y HEKOM OJ] KBaJpaTta Koju cy omusy Ss,. [lomro kBanpara Koju cy dausy
KBagpary S, HMa 110 25, IpoBepaBajy ce CBe TadKe KOje Cy cajp:KaHe y IO-
KBaJIpaTuMa Koju cy ommzy Sg. Kao mociemuna tBphema 7.1 jeqaH moaKBapaT
caJIpKu HajBUIIe jeHy Tadky u3 P’ 1ma ce npu odpaau p; pasgabuia usmelhy ase
TadyKe padyHa J0 25 myTa.

[IpeocTaje nmuTame Kako TPOBEPUTH Jla JIM HEKU IMOJKBAJIPAT CAJIPKU TAUKY
u3 P u ako cajpxku Ja yTBpJU KOja je TO Tadka. 3a pellaBarme OBOT IIPOOJIeMa,
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npupoIHO ce HaMehy cTpyKType ca ysiorom pednunka. YHuBep3yMm U je CKyIl cBUX
IMOJIKBaIpaTa, a CKyIl S KOju ce oJp:KaBa Omhe CKyIl ITOJAKBaJIpaTa KOjU CajipiKe
neky tauky u3 P’. Crpykrypa he 3a cBaky tauky p/ € P’ dyBaTu mOAKBaJIpar
KOM TpHUIaJa y3 Has3HaKy Ja je p’ Tadka cajpxkaHa y ToMm KBajpary. CKym cBUX
ITO/IKBaJIpaTa JIAKO Ce IpecanKaBa y cKym Ny, Ha npumep Sy ciuka cey s N + ¢
I1a ce jeJIHOCTABHO IPUMeEmbyje OMI0 KOoja oJ1 Tpu odOpaheHe CTPyKType IoIaTaKa.

[Ipu obpamm cBake Taduke W3BpINaBa ce 25 olepalifja mperpare. 3a cBe IIpo-
naheHe Tadke padyHa ce pacTojarbe 0 TadKe KOoja ce IocMaTpa. Y KOJIUKO HIUje
npoHal)eH map ca pacTojameM MambUM OJ1 0 TPEHYTHO MOCMAaTpaHa TadKa ce ymehe
Y CTPYKTYPY W aJropuTaM Ce€ HaCTaBJba.

[Tpobiem Hamsries Hactaje Ka nocroju p' € P’ raksa na Baxku &' = d(p/, p;) <
0. Tajia peaHUK y TpeHYTHOM OOJIMKY 1ocTaje deckopuctan. [lorpeduo je 3a cBaky
Tauky u3 P’ npBo 00aBUTH yK/abame U3 PeYHUKA, 3aTUM M3PadyHaTH KOM II0JI-
KBJIPATy MPUMAJA [TOCTE TPOMEHE BPEIHOCTU 0 W OOABUTU WHCEPIU]Y y PEIHUK.
[TomrTo ce mogkBagpaT caIuKajy y ckyi Ny MOXKe ce KOPUCTUTHU UCTA CTPYKTYpa U
rocJie mpomene etare. bpoj oneparuja HaJ PEYHUKOM IIPH j€/IHO] TPOMEHU eTarle
npornopimonasita je |P’|, ma du ykynan 6poj orneparyja HaJi DEYHUKOM HAU3IJIE]]
MOT'ao Jia Oy/ie POIOPIMOHAIAH KBaJIpaTy Opoja Tavdaka, ajid PaHIOMU3AIja 10~
peTka KojuM ce oopalyjy Taduke 00e30emuhe ciemehy ocodumny:

Tephemwe 7.3. Ouekusanu 6poj oneparyja wHaj peaaukom je O(n).

Zloxas. Oneparuja mperpare he ce U3BpIIUTA KOHCTAHTaH OPOj IMyTa 3a 1 — 2 Ta-
JKe 11a je Opoj omeparmja nperpare O(n). [Ipeocraje ma ce yrBpau ouekuBaHu Opoj
olepalja yMeTama U YKIamhaba.

[TomTo ce 3a cBaky orlepalujy yKJjamama U3BpIIaBa ojiropapajyha omeparmja
yMeTama, U y CBUM OIMCAHUM CTPYKTypaMa KoOje UMajy YJIOIY pedHUKa aCHMII-
TOTCKa BPEMEHCKa CJIOXKEHOCT yMeTarba MCTa je Ka0 U CJIOYKEHOCT YKJIamarma, 3a
IIPOIEHY ACUMIITOTCKE BPEMEHCKE CJIOYKEHOCTHU AJI'OPUTMA JOBOJHHO je IOoCMaTpa-
TU CAMO yMeTarba.

Hexka je X cayuajua BeJimumna Koja y3uMa BPEJIHOCT jeJIHAKY OPOjy H3BPIIIe-
HOX OIllepalldja yMeTama, U HeKa je X; mHauKaTop morabaja Koju y3mma BpPeTHOCT
1 yKoMKO ce 0OpajioM i-Te TadKe y CIydajHOM IOPETKY MPOHAJIA3W Iap Tadaka
Ha PaCcTOojalby MarmeM OJf 0, y CynpoTHOM y3uMa Bpegaoct 0. JacHo je ma je

=3

_ 2. :
Taxobe Baxxu P(X; =1) < 21 IIOCMATPAJMO TAavKe P, P2, ..., P; U HEKA Cy JIBE TaIKe
ca MUHUMAJIHUM PacTojarbeM p M ¢. X; = ¢ caMO aKO BaxKu p = p; WIA ¢ = D;.
[Tomrro je mopenak Tadaka ciiydajaH BepoBaTHOhA ja ce dall p wind ¢ Haja3e Ha
1-TOj TIO3UINUJU jeJTHAKa je % VKOJIUKO IIOCTOjU BHIIE OJI jeJTHOT IIapa Tadaka ca
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jeTHAKUM pacTojaleM TaKBUM JIa He TIOCTOjU Iap TadakKa ca KpahuMm pacTojameM,
TadyKa p; HUKaKo Hehe mohu ja yrude Ha BpeanocT 0. JlupekTHo ciemau:

E(X):n—l—Zi'E(Xi) <n+2n=3n
i=3

quMe je TBpheme JI0Ka3aHo.

O

bpoj onepanuja nspadyHnaBama pas/ia/buHe, KOja ce U3BPIIaBa y KOHCTAHTHOM
BpeMeHy, MarbU je WM jeJlHaK Opojy olepalipja mperpare, Ia je OUYeKuBaHa Bpe-
MeHCKa cjioxkeHocT ajaropurma O(nlogn) yKOJIMKO ce Kao PEYHUK KOPUCTE CKUII
sucta uin Tputl, uin O(n) yKOJIUKO ¢ KOPUCTH XEITUPAHE.
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3akJbydakK

Panjomuzupanu ajaropurmu mpoHaJsase Mupoky npumeny. Mcropujcku mosnar
IpuMep IpUMeHe paHIoMU3alnje Omia je ujeja craructudapa Ponasga Puirepa
y nosporipuBpein. Jla Om yTBpAuO KOju XuUOPHJ KUTApUIle 0OJbe OICTaje y pas-
JIMTYUTHUM YCJIOBUMA JeHOI IIPOCTPAHOI UMamha IIPOJEeKTOBAO je eKCIIEPUMEHT KOju
npumMmemsyje ciaydajaoct. OBUM OIVIeIOM YCIEITHO ¢y yropehenn pasanyan xudbpuan
0e3 003upa Ha CIoJbHE YCJIOBE.

Hexke o mo3narujux caBpeMeHUX MPUMEHa PAHIOMHU3AIINjE CY:

-Panmomusupann TecToBUM IpUMaTHOCTH

-Caspemene C++ dubimoreke cajprxke nMmiuiemeHTarujy MuarpocopTt aaropu-
TaM KOjU je XUOpHJ aJrOPUTMa OP30T COPTHPama U aJITOPUTMA COPTUPAha yMe-
TambeM

-Y HyMepu4YKO] MaTeMaTHUI PaH/JIOMU3aIlfja ce MpUMeyje TIPU IIPOBEPH J1a
JIX je IPOM3BOJI JIB€ MATPHUIlE jeHAK 3a]aT0j Tpehoj MaTpuiiy.

-Panyiomuzaruja morogna je 3a MOCTynKe OP30T WHAEKCUPamha U IIPUMEbyje ce
y U3pajii MPOOAOUINCTUYKIX 0a3a MOJaTaKa.

Ca ocBpTOM Ha CaJAIbe OKOJHOCTU, PAHIOMU3UPAHa KOHTPOJIMCAHA WCITH-
THUBaIba MMajy KJ/bYYHY YJIOI'Y y HAy4YHO NpuxBaheHUM mnpejBubhamuMa IIUpermna
Bupyca COVID-19.

V3 KopucHe TpuMeHe paHIOMU3aIlnje, IO3HATE Cy U TPUMEPH MTaJbUBe OECKOPU-
CHE yIIoTpede paHJIoMU3allfje MOMyT YyBeHOT BorocopT ajaropurMa KOju COPTHUPA
HU3 Ca N eJeMeHaTa ca 0OYeKHBAHOM BpeMeHCKoM cioxkenoctu O((n + 1)!).

Baxsasno dux ce mentopy Jemenu Xanu-Ilypuh na mensmepnoj momohu y pea-

JIN3AIMJU OBOT PaJia U 3a Y€TUPHU I'OJIMHE OJJIMYHO paspalene n caBpeMeHe HaCTaBe
IIporpaMuparba.
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